
ขนาดของเซต 
 

ผูเขียน ประสิทธิ์ กิจจนศิริ1 

พิจารณาขนาดหร ือจำนวนสมาช ิก 
ในเซตตอไปนี้ A={1, 2, 3}, B={a, b, c} และ  
C={1, 2} ทุกๆ คนคงตอบเชนเดียวกันวา A และ 
B มีขนาดเทากัน ซึ่งเขียนแทนดวย |A |=|B | 
เนื่องจากนับจำนวนสมาชิกในเซตทั้งสองได 
เปนจำนวนเทากันคือ 3 และ |C |<|A |, |C |<|B | 
เน ื่องจากนับจำนวนสมาชิกใน C ได เพ ียง  
2 สมาชิกเทานั ้น หรืออาจพิจารณาไดอีก 
นัยหนึ่งวา เนื่องจาก C เปนเซตยอยแท (proper 
subset) ของ A ซึ่งก็คือ C มีสมาชิกเพียงบาง
สวนของ A เทานั้น แตไมครบทุกสมาชิกใน A 
จึงทำใหไดวา |C |<|A |=|B | การพิจารณาขนาด
ของเซตทั้งสามขางตนนี้สามารถทำไดไมยาก 
เนื่องจากทั้งสามเซตเปนเซตจำกัด (finite set) 
แตหากเปนเซตอนันต (infinite set) แลว การ
พิจารณาขนาดของเซตนั้นจะมีความซับซอน
มากยิ่งขึ้น 

ในตอนน ี ้ ให ลองพ ิจารณาเซตของ
จำนวนเต็ม Z={..., -2, -1, 0, 1, 2,...} และ 

เซตของจำนวนเต็มคู E={..., -4, -2, 0, 2, 4,...} 
เห็นไดชัดวาเราไมสามารถนับจำนวนสมาชิก
ของท้ัง Z และ E แลวสรุปออกมาเปนจำนวนเต็ม
คาใดคาหนึ่งได เนื่องจากกระบวนการนับนี ้ 
จะไมมีท่ีส้ินสดุ แตจะเห็นวา Z≠E และย่ิงกวาน้ัน 
E เปนเซตยอยแทของ Z ซึ่งหากพิจารณา 

1 รองศาสตราจารยประจำคณะวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี มหาวิทยาลยัราชภฏัเชียงใหม 

เพียงเทานี้ หลายๆ คนอาจจะดวนสรุปตอบไป
แลววา |E|<|Z| โดยพิจารณาเปรียบเทียบกับ
การที่ C เปนเซตยอยแทของ A และ |C |<|A| ซึ่ง
การพิจารณาแบบนี้ไมถูกตอง ซึ่งจะไดอธิบาย
ตอไป 

ในทางคณิตศาสตรแลวเราศึกษาขนาด
ของเซตภายใตขอตกลงหรือนิยามที่วา สำหรับ
เซต X และ Y ใดๆ |X |<|Y | ก็ตอเมื่อ มีฟงกชัน
หนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึง ƒ:X Y การที่มีฟงกชัน
หน่ึงตอหน่ึงและทัว่ถึงจาก X ไปยงั Y น้ี สามารถ
กลาวไดอีกนัยหนึ่งวามีการจับคูกันพอดีแบบ
หนึ่งตอหนึ่งระหวางสมาชิกของทั้งสองเซต  
ซึ่งสำหรับเซต A={1, 2, 3} และ B={a, b, c}  
ที่กำหนดมาใหนั้น จะเห็นไดชัดวาสมาชิกของ
เซตทั้งสองสามารถจับคูกันไดแบบหนึ่งตอหนึ่ง
อยางงายๆ ซึ่งสอดคลองกับนิยามการมีขนาด
ที่เทากันของเซต และสอดคลองกับความเขาใจ
ของคนท่ัวไปท่ีวาสามารถนับจำนวนสมาชิกของ
ทั้งสองเซตไดเทากัน 

ในกรณีของ Z และ E นั้น เราสามารถ
สรางฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและท่ัวถึง ƒ:Z E  
ได กำหนดโดย ƒ(n)=2n สำหรับแตละ n  Z 
ในการแสดงวา ƒ เปนฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งนั้น  

เราสมมติให a, b  Z และ ƒ(a)=ƒ(b) 
จะได 2a=2b และทำใหไดวา a=b ดังนั้น ƒ เปน



ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง ตอไปจะแสดงวา ƒ เปน
ฟงกชันทั่วถึง ซึ่งสามารถแสดงไดโดยพิจารณา
แตละสมาชิก b  Z เน่ืองจาก b เปนจำนวนเต็มคู 
ดังนั ้น   Z และทำใหไดวา ƒ =2 =b  
นั่นคือ ƒ เปนฟงกชันทั่วถึง ดังนั้น |Z|<|E | โดย
นิยามการมีขนาดที่เทากันของเซต ถึงแมวา  
E จะเปนเซตยอยแทของ Z ก็ตาม 

เหตุการณขางตนนี้เปนสมบัติพิเศษของ
เซตอนันตซึ่งไมเปนจริงสำหรับเซตจำกัด และ
บางตำราจะใหนิยามของเซตอนันตวา X จะเปน
เซตอนันต ก็ตอเมื่อ X มีเซตยอยแทที่มีขนาด
เทากับขนาดของ X จากนิยามของเซตอนันต 
ที่อางถึงนี ้ ปญหาตอไปที่นาพิจารณาก็คือ  
ถา X เปนเซตอนันต และ A เปนเซตยอยแทของ 
X แลว ขนาดของ A จำเปนตองเทากับขนาด

ของ X หรือไม เห็นไดชัดวาหากเซตยอยแท A 
ของ X ที่กำลังกลาวถึงอยูน ี ้ เปนเซตจำกัด  
เราจะไมสามารถสรางฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและ
ทั่วถึง ƒ:A X ได นั่นคือ |A |≠|X | และสำหรับ 
บางเซตยอยแทอนันต A ของ X ก็ไมจำเปน 
ตองมีขนาดเทากับขนาดของ X เชน เซตของ
จำนวนนับ N เปนเซตยอยแทของเซตของ
จำนวนจริง R แตในทางคณิตศาสตรสามารถ
พิสูจนไดวาไมมีฟงกชันหนึ่งตอหนึ่งและทั่วถึง  

ƒ:N R 

(ซึ่งไมขอกลาวถึงรายละเอียดของการ

พิสูจนในที่นี้) ดังนั้น |N|≠|R| จึงไดวา |N|<|R| 
สำหรับคนท่ัวไปน้ันการกลาวถึงคาอนันต

ก็มักจะนึกถึงการมีอยูอยางไมจำกัด ไมมีท่ีส้ินสุด 
โดยไมได ศ ึกษาอะไรตอไปจากการมีอยาง 

ไมจำกัดนั ้น แตมาถึงตอนนี ้ผู อานคงพอจะ 
มองเห็นภาพวาการกลาวถึงคำวาอนันตในทาง
คณิตศาสตร จะมีคาแตกตางกันไป เชน N และ 
R ตางก็เปนเซตอนันต แตทั้งสองเซตมีขนาด 
ที่ตางกัน โดยเราใชสัญลักษณ 0 (aleph null) 

แทนขนาดของ N หรือเซตที่มีขนาดเทากับ 
ขนาดของ N และใชสัญลักษณ c (cardinality 
of continuum) แทนขนาดของ R หรือเซตที่มี
ขนาดเทากับขนาดของ R นั่นคือ 0=|N|<|R|=c 
ยิ่งกวานั้น คาอนันตทางคณิตศาสตรก็ไมได 
มีเพ ียง 0 และ c เทานั ้น โดยใช ทฤษฎี 
ทางคณิตศาสตรท ี่วา สำหรับเซต A ใดๆ  
เซตกำลังของ A (the power set of A) ซึ่งใช
สัญลักษณ P(A) จะมีขนาดมากกวาขนาดของ 
A เสมอ (ซึ่งไมขอกลาวถึงการพิสูจนในที่นี ้ 
เชนกัน) ดังน้ัน หากเราเร่ิมตนท่ี A เปนเซตอนันต 
จะไดวา  

|A| < |P(A)| < |P(P(A))| < |P(P(P(A)))| <... 
ซึ่งขนาดของเซตกำลังที่เกิดขึ้นใหมนั้น

จะเปนจำนวนอนันตที่มากขึ้นกวาเดิมเรื่อยๆ 
น่ันคือ เรามีจำนวนอนันตท่ีแตกตางกันมากมาย
ไมจำกัด 
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