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เปนที่ประจักษชัดวาผลเฉลยที่เปนจำนวนนับของสมการ x2-y2 = (x-y)3 นอกจาก (n, n) 

ซึ่ง n เปนจำนวนเต็มบวกใดๆ แลวยังมีผลเฉลยอื่นอีกดวย งานวิจัยนี้ไดหาผลเฉลย (x, y) บางผล
เฉลยที่ x≠y เปนผลเฉลยของสมการ x2-y2 = (x-y)3 
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ABSTRACT 
 
It is obvious that (n, n) for any positive integer n is a solution for the equation x2-y2 =  

(x-y)3. In this research, we find some other solutions (x, y) ; x≠y of the equation x2-y2 = (x-y)3 
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บทนํา 
           สมการ 2 2 3x y (x y)  นอกจากมี x, y 

ซึ่งเปนจํานวนนับใดๆ โดยท่ี x y  เปนผลเฉลยแลวยังมี 
คาของ x และ y อ่ืนๆ อีกดวย เชน x=3 และ y=1 สําหรับ
คาของ x และ y ดังกลาว  
 

วัตถุประสงคของการวิจัย 
         เพื่อหาผลเฉลยของสมการ 2 2 3x y (x y)  
โดยท่ี x และ y เปนจํานวนนับ 
 

วิธีดําเนินการวิจัย 

กําหนดข้ันตอนในการดําเนินงานไวดังนี้ 
ขั้นแรก ศึกษาความรูพื้นฐานและทฤษฎีบทตางๆ ท่ี

เกี่ยวของกับผลบวกของลําดับของจํานวนนับแลว สังเกต
แบบรูป (pattern) ของลําดับของจํานวนนับ ขั้นที่สอง
ตั้งสมมติฐานและวิเคราะหจากแบบรูปท้ังหลายท่ีได
รวบรวมไว ขั้นสุดทาย ทําการพิสูจนสมมติฐาน 

 

ความรูพื้นฐาน 

        ทฤษฎีบท 0  ถา n ซึ่งเปนจํานวนนับแลว   
21 3 5 ... (2n 1) n       [1], [2] 

 

        จากทฤษฎีบท 0  เมื่อ แทนคา n ดวยจํานวนนับ
บางคาไดผลดังเชน       

    21 3 4 2               
 

       21 3 5 9 3    
 

            21 3 5 7 16 4         
 

            21 3 5 7 9 25 5  
 

            21 3 5 7 9 11 36 6  
 

         สังเกตเห็นวาผลบวกไดจากอนุกรมที่เริ่มจาก 1 และ
ผลบวกของแตละแถวเปนกําลังสองของจํานวนนับ เรา
สามารถนําตัวเลขในแตละแถวมาจัดเรียงใหอยูในแบบรูป

เชิงสามเหลี่ยมพรอมท้ังเพิ่มแถวบนสุดอีกแถวหนึ่งโดยให
เปน 1  จะไดดังรูปท่ี 1 
                                      1 
                                  1       3  

                              1       3      5    

                           1     3      5      7    

                       1      3      5     7      9    

                   1      3       5      7     9     11  
 

                                   รูปท่ี 1 
 

      นอกจากนี้เราสามารถหาผลบวกซึ่งเปนกําลังสามของ
จํานวนนับท่ีเปนจํานวนค่ีโดยท่ีแตละแถวไมจําเปนตองเริ่ม
จาก  1 เสมอไป เชน        

33 5 8 2             
 

37 9 11 27 3         
 

313 15 17 19 64 4  
 

321 23 25 27 29 125 5    
  

331 33 35 37 39 41 216 6  
 

และเมื่อนําตัวเลขท่ีอยูในชุดเดียวกันเหลานั้นมาเขียนเรียง
กันในแถวเดียวกัน สําหรับตัวเลขชุดถัดไปใหอยูในแถว
ถัดไปโดยแถวแรกใหเริ่มจาก 1 แถวถัดไปเริ่มจาก 3,7,13,…

เปนเชนนี้ไปเรื่อยๆ  ใหอันดับของแถวเริ่มนับจากแถวบนสุด 
สามารถจัดใหอยูในแบบรูปเชิงสามเหลี่ยม  โดยแถวท่ี n  
มีอยู n พจนไดดังรูปท่ี 2  

         1                               1  =  13 

                     3     5                          8  =  23 

                7      9     11                       27 =  33 

           13     15     17    19                  64 =  43 

       21    23     25    27    29             125 =  53 

 31     33     35     37    39    41          216 =  63 

                            . . . 

                          รูปท่ี 2 
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 จํานวนแรกของแตละแถวคือ 1, 3, 7, 13, 21, 31 
เปนจํานวนค่ีซึ่งอยูในรูปของ 2k+1 ซึ่ง  k เปนจํานวนเต็ม 
และยังเขียนไดเขียนไดในรูป m+1  เมื่อ m เปนจํานวนคู 
ดังนี ้
             1  =  0 + 1      

            3  =  2 + 1 

            7  =  6 + 1 

          13  =  12 + 1 

          21  =  20 + 1 

          31  =  30 + 1 

      สังเกตเห็นวา จํานวน m ในแตละแถวสามารถเขียนได
ในรูปผลคูณของจํานวนเต็มสองจํานวนท่ีเรียงถัดกันและจะ
ไดแบบรูปดังนี้ 
   1  =  1(0) + 1      

  3  =  2(1) + 1 

  7  =  3(2) + 1 

 13  =  4(3) + 1 

 21  =  5(4) + 1 

 31  =  6(5) + 1 

 เนื่องจากแบบรูปดังกลาวเปนแบบรูปท่ีแสดงคา
ของจํานวนแรกของแตละแถวในรูปท่ี 2  จึงไดวา จํานวน
แรกของแถวท่ี n ในรูปท่ี 2 เขียนไดในรูป n(n 1) 1 ซึ่ง
เทากับ 2n n 1                      
 จากรูปท่ี 2  สังเกตเห็นวาผลบวกของจํานวน
ท้ังหลายในแถวท่ี n มีคาเทากับ 3n  แถวท่ี 1 มี 1 พจน  
แถวท่ี 2 มี 2 พจน แถวท่ี 3 มี 3 พจน เปนเชนนี้เรื่อยไป 
จนถึงแถวท่ี n มี n พจน  และเราสามารถสรุปผลบวกในแต
ละแถวดังทฤษฎีบท 1 ดังนี ้
 

ทฤษฎีบท 1    สําหรับแถวที่ n ใด ๆ  ซึ่งประกอบดวยชุด
ของจํานวน   

        

2 2 2

2

(n n 1), (n n 3), (n n 5),

... , (n n (2n 1))
  

เมื่อ n 1,2,3,...  จะไดวา   

   2 2 2(n n 1) (n n 3) (n n 5)  
                               2 3... (n n (2n 1)) n  

หมายเหตุ     ดานซายมือของสมการเปนผลบวกของพจน
ตางๆ จํานวน n  พจน 
การพิสูจนทฤษฎีบท 1   
พิจารณาดานซายมือของสมการ คือ  

       2 2 2(n n 1) (n n 3) (n n 5)  

                                       2... (n n (2n 1))  

    2(n n)n (1 3 5 (2n 1))  

    2 2(n n)n n  

    3 2 2n n n  

    3n    
 

 เมื่อนํารูปท่ี 1 และ รูปท่ี 2 มาพิจารณาหา
ความสัมพันธของจํานวนท้ังหลายท่ีปรากฏในแถวตางๆ 
สังเกตเห็นวาแถวท่ี 2 ในรูปท่ี 2 ไดจากการตัดตัวเลขใน
แถวท่ี 1 ของรูปท่ี 1 ออกจากแถวที่ 3 ของรูปท่ี 1 นั่นคือ  
แถวท่ี 3 ของรูปท่ี 1 ประกอบดวยตัวเลข 1, 3, 5 

แถวท่ี 1 ของรูปท่ี 1 ประกอบดวยตัวเลข 1  
 เมื่อตัดตัวเลขท่ีปรากฏในแถวที่ 1 ออกจากแถวที่ 
3 จึงเหลือ 3, 5 ซึ่งเปนอยางเดียวกันกับตัวเลขในแถวที่ 2 

ของรูปท่ี 2 

 สําหรับแถวที่ 3 ในรูปท่ี 2 เกี่ยวของกับแถวบาง
แถวในรูปท่ี 1 ดังนี ้ 
แถวท่ี 6 ของรูปท่ี 1 ประกอบดวยตัวเลข 1, 3, 5, 7, 9, 11 

แถวท่ี 3 ของรูปท่ี 1 ประกอบดวยตัวเลข 1, 3, 5 

 เมื่อตัดตัวเลขท่ีปรากฏในแถวที่ 3 ออกจากแถวที่ 
6 จึงเหลือ 7, 9, 11 ซึ่งเปนอยางเดียวกันกับตัวเลขในแถวที่ 
3 ของรูปท่ี 2 

 สําหรับแถวอ่ืนๆ ในรูปท่ี 2 ก็หาไดโดยการตัดแถว
ท่ีเหมาะสมกันในรูปท่ี 1  
 เนื่องจากผลบวกของทุกจํานวนในแถวใดๆ ของ
รูปท่ี 1 เปนกําลังสองของจํานวนนับและผลบวกของทุก
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จํานวนในแถวใดๆ ของรูปท่ี 2 เปนกําลังสามของจํานวนนับ 

ดังนั้นเมื่อตัดแถวใดแถวหนึ่งดวยตัวเลขท่ีมีในแถวอ่ืนท่ี
เหมาะสมกันในรูปท่ี 1 แลวไดผลเปนแถวใดแถวหนึ่งในรูปท่ี 
2 จึงสรุปไดวา  2 2 3x y z  สําหรับบางคาของ  x, y, 

z ท่ีเปนจํานวนนับ ดังเชน 

                  2 2 33 1 2               ……………….(3.1) 

          2 2 36 3 3              ……………….(3.2) 

          2 2 310 6 4            ….…………….(3.3) 

          2 2 315 10 5            ……………….(3.4) 

                
        สังเกตคาของ z กับคาของ x และ y ในแตละสมการ 
พบวา z = x – y เชนสมการ (3.1) มี x = 10, y = 6, z = 4 

แตในกรณีท่ีคาของ x หรือ y คาใดคาหนึ่งหรือท้ังสองคา
เปลี่ยนไป เชน  x = 8, y = 6 ทําให 

2 2 2 2x y 8 6 28  ซึ่งไมมี z ท่ีเปนจํานวนนับโดย
ท่ี 3z 28    ดังนั้น เพื่อใหได z ท่ีเปนจํานวนนับโดยท่ี 

2 2 3x y z  จึงตองไดคาของ x และ y เปนจํานวนนับท่ี
เหมาะสมกัน  

 จากการสังเกตความสัมพันธระหวางคาของ x 
และ y ท่ีสอดคลองกับสมการ 2 2 3x y z  โดยการนํา
ชุดของสมการขางตนมาเขียนโดยใหพจนตางๆ ทางดาน
ซายมือของสมการอยูในรูปสัญลักษณแสดงจํานวนของ
การจัดหมู(combination) ปรากฏดังนี้ 

                  
2 2

3
3 2

2
2 2

 

                  
2 2

3
4 3

3
2 2

 

  
2 2

3
5 4

4
2 2

 

  
2 2

3
6 5

5
2 2

 

  ไดขอสังเกตวาแตละสมการอยูในรูป 

                       
2 2

3
tt 1

t
22

 

 

ดังนั้นเมี่อให x และ y  มีความสัมพันธกันโดยอาศัย t เปน

ตัวแปรเสริมดังนี ้ 
t 1

x
2

 และ 
t

y
2

  

จะไดวา x y t   และจะไดวา  2 2 3x y (x y)   
ในกรณีท่ี  x y   นั่นคือ x y 0    จึงไดวา  

2x y (x y)   และสามารถสรุปเปนทฤษฎีบทไดดังนี้ 

ทฤษฎีบท 2    สําหรับจํานวนนับ x, y ถา 
t 1

x
2

 

และ 
t

y
2

  เมื่อ t เปนจํานวนนับและ t 2   แลว       
   

  

   2x y (x y)  

 

การพิสูจน    
พิจารณาดานซายมือของสมการคือ    x y   
 

      
tt 1

22
 

                          

      (t 1)t t(t 1)

2 2
 

 

          

2 2t t t t

2 2
 

 

      2t  
 

พิจารณาดานขวามือของสมการคือ   2(x y)  

    
2tt 1

22
 

 

    
2(t 1)t t(t 1)

2 2
 

 

    2t   
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   ดังนั้น  2x y (x y)  สําหรับ  
 

          
t 1

x
2

 และ 
t

y
2

     เมื่อ   t 2                    

    จากทฤษฎีบท 2  กลาวไดวา (x, y)  ซึ่งอยูในรูป  
tt 1

,
22

 เปนผลเฉลยของสมการ 

                 2x y (x y)  
 

ผลการวิจัย 

       ผลเฉลย (x,y)  ของสมการ  32 2x y x y   

เมื่อ x  และ  y เปนจํานวนนับ ในกรณีท่ี x y  ยอมเห็น
ไดชัดแจงวา (x,y)  ซึ่งอยูในรูป (n,n)  เปนผลเฉลยของ
สมการดังกลาวเมื่อ n เปนจํานวนนับใด ๆ  
       ในกรณีท่ี x y   นั่นคือ x y 0   จึงไดวา 

32 2x y x y  สมมูลกับ  2x y (x y)    

ดังนั้น (x, y)  ซึ่งอยูในรูป 
tt 1

,
22

 เมื่อ t 2  

จึงเปนผลเฉลยของสมการ  32 2x y x y    

สําหรับผลเฉลย (x,y)  ดังกลาวเมื่อสลับคาระหวาง x และ 
y ภายในคูอันดับ  สามารถแสดงไดวา (x,y)  ซึง่อยูในรูป  

t t 1
,

2 2
    เปนผลเฉลยของสมการ 

32 2x y x y  ดวย  

     นอกเหนือจากทั้งสองกรณีดังกลาว ไมพบวามีผลเฉลย 

(x, y)  โดยท่ีท้ัง x และ y เปนจํานวนนับ 

  

 

สรุปผลการวิจัยและอภิปรายผล 

      ผลเฉลยบางสวนของสมการ 32 2x y x y  

เมื่อ x และ y เปนจํานวนนับ จําแนกไดเปน 2 กรณีคือ 

กรณีท่ี 1  x y  ซึ่งเห็นไดโดยชัดแจง นั่นคือ (n, n)  เปน
ผลเฉลยของสมการ เมื่อ n เปนจํานวนนับใดๆ   
กรณีท่ี 2  x y  อาศัยการสังเกตแบบรูปของลําดับตาง ๆ 
ซึ่งผลบวกของทุกจํานวนในลําดับเปนกําลังสองของจํานวน
นับท่ีสัมพันธกับแบบรูปของลําดับซึ่งผลบวกของทุกจํานวน
ในลําดับเปนกําลังสามของจํานวนนับประกอบกับอาศัย
ทฤษฎีบท 0 ทฤษฎีบท 1 และ ทฤษฎีบท 2  ทําให สรุปได

วา (x, y)  ในรูป 
tt 1

,
22

  หรือ  

t t 1
,

2 2
   เมื่อ t 2  

เปนผลเฉลยของสมการ  32 2x y x y  
      นอกเหนอืจากท้ังสองกรณีดังกลาวไมพบวามีผลเฉลย 

(x, y)  อยางอ่ืนอีกของสมการ 32 2x y x y   
โดยท่ีท้ัง  x และ y เปนจํานวนนับ 
 

ขอเสนอแนะ 

     จํานวนท่ีอยูในรูปกําลังสองของจํานวนนับกับกําลังสาม
ของจํานวนนับอาจมีความสัมพันธกันในรูปแบบสมการอื่นๆ
อีก จึงนาจะศึกษาหาความสัมพันธในแบบอื่น ตอไป 
 

กิตติกรรมประกาศ 

        ขอขอบคุณรองศาสตราจารยนิยม  ยอดมนต  ท่ีได
ใหขอคิดเห็นและขอเสนอแนะอันเปนประโยชนอยางยิ่งใน
การทํางานวิจัยนี้ 
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